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EJERCICIO 1
Considere un condensador de capacidad  conectado un resistor no lineal con la característica  que se
muestra en la Figura 1.a.

a) Determine la ruta dinámica, los puntos de equilibrio y su naturaleza, identificando la operación del
circuito como astable o biestable. Dibuje cualitativamente las formas de onda para  e  en el
caso en que el condensador tenga inicialmente una tensión .

En teoría hemos visto que:
• El concepto de equilibrio tiene sentido cuando hablamos de circuitos dinámicos; esto es, que tienen

variables cambiantes con el tiempo. En estos circuitos el equilibrio corresponde a las situaciones donde
la tendencia al cambio (medida por las derivadas de las variables) es nula.

• Para estudiar el equilibrio, tenemos que escribir las ecuaciones diferenciales que controlan la dinámica.
En nuestro caso, sólo hay una ecuación, asociada al comportamiento constitutivo del condensador.

Llamando  a la característica del resistor no-lineal se obtiene,

(1)

Los equilibrios se dan por tanto para,

(2)

Que corresponden a los puntos de corte de la característica  con el eje horizontal. Estos
puntos de corte están marcados con círculos en la figura de arriba. Hay tres puntos de equilibrio,
respectivamente:

l (3)

Cada uno tiene propiedades distintas de estabilidad. La estabilidad mide la tendencia del sistema a
regresar al equilibrio cuando sufre una perturbación. Esta tendencia está determinada por el signo de la
derivada en el equilibrio. Derivada negativa (equivale a condensador conectado a resistencia positiva)
implica estabilidad; derivada positiva (condensador conectado a resistencia negativa) implica inestabilidad.
Por tanto, el punto central de arriba (círculo blanco) es inestable, mientras que los exteriores (círculos
negros) son estables. Se trata pues de un BIESTABLE.
La ruta dinámica desde un punto  es la indicada en la figura de arriba. El sistema evoluciona hacia
el punto de equilibrio estable de la derecha. En esta evolución sólo hay una constante de tiempo pues nos
movemos sobre un único tramo. Esta constante de tiempo es . La intensidad y la tensión
evolucionan de forma exponencial hacia sus respectivos equilibrios (  y ) con las formas de onda
mostrada abajo.
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a) Considere que se conecta en paralelo al condensador y al resistor no lineal una fuente de intensidad
de valor , tal y como se muestra en la Figura 1.b. Determine el rango de valores de  para que el
circuito tenga un único punto de equilibrio real y estable. Dibuje cualitativamente las formas de onda
para  e  en el caso en que el condensador tenga inicialmente una tensión .

En este nuevo circuito, la fuente fuerza en el condensador una intensidad que es independiente de la
tensión. La ecuación diferencial es ahora,

(4)

Los puntos de equilibrio se corresponden por lo tanto con aquellos valores de  que cumplen la condición

(5)

De la característica del resistor observamos que esta condición se puede dar bien en tres puntos (si )),
o en un sólo punto (si ). El valor límite se corresponde por tanto con . Esta conclusión se puede
obtener también observando la característica compuesta  “vista” por el condensador. 

La característíca de la izquierda es para , la del centro para  y la de la derecha para . Sólo
hay un punto de equilibrio en el último caso. Para  hay dos equilibrios pero el modelo de estabilidad es
inconsistente para prever la estabilidad del de la derecha ya que la derivada cambia de signo en el punto. La
ruta dinámica y las formas de onda para el caso donde  son las mostradas abajo
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EJERCICIO 5
Considere el circuito de la Figura 5.1, en el que inicialmente el condensador se encuentra cargado a una
tensión  y la bobina está descargada. En un determinado instante  la llave cambia de
posición, conectando la red resistiva al circuito.

(a) Calcule los valores de ,  y  si la tensión en el condensador presenta la forma de onda
mostrada en la Figura 5.2.

Dependiendo del estado de la llave, el circuito cambia su topología. Las dos topologías se muestran abajo,

La topología de la izquierda muestra un resonador sin pérdidas. Si en un momento dado este circuito tiene
almacenada una determinada cantidad de energía (eléctrica o magnética), dicha energía se mantiene “ad
infinitum” dado que no hay pérdidas. Obviamente esta es una situación ideal que nunca se da en la práctica.
Además, el circuito mantiene la energía a la vez que realiza un “movimiento” armónico, donde hay un
trasvase continuo entre energía eléctrica del condensador y energía magnética de la bobina. Este
movimiento armónico se obtiene resolviendo la ecuación diferencial que describe la dinámica del circuito, 
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(1)

La solución es una señal sinusoidal cuya frecuencia angular es ,

(2)

La forma de onda correspondiente a  muestra un periodo . A partir de aquí se obtiene el valor
de  como sigue,

(3)

La topología de la derecha muestra un resonador con pérdidas (debido a la presencia de resistencias)
excitado con una fuente DC. Con respecto a este circuito son pertinentes la siguientes observaciones y
cálculos:

• La energía inicial se disipa con el tiempo debido a la presencia de las resistencias. El estado final está
determinado por la fuente de excitación DC. En este estado final el condensador es un abierto y la
bobina es un corto. Por tanto, el estado final se corresponde con la solución del circuito de abajo, que
se muestra a la izquierda del esquemático del circuito.

La figura muestra que el estado final es . Por tanto, 

(4)

• El movimiento hacia el estado final es del tipo sub-amortiguado. Este movimiento implica una
frecuencia de movimiento y un coeficiente de amortiguamiento. Por teoría sabemos que la frecuencia
está dada en función de la frecuencia de resonancia y del propio coeficiente de amortiguamiento,

(5)

• El coeficiente de amortiguamiento es función de la resistencia equivalente, que es la resultante del

paralelo entre  y : . De teoría, o mediante una análisis elemental del

circuito obtenemos que,

(6)

Por tanto, combinando (5) y (6) y puesto que la forma de onda nos da el valor de ,

(7)

Es inmediato obtener el valor de , primero y de  después. Una vez conocido , con la ecuación (4)
obtenemos  y ,

(8)
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(b) Suponiendo que los valores de ,  y  se mantienen con respecto al caso anterior, se desea
ajustar  de manera que la respuesta sea sobreamortiguada a partir de . ¿Qué condición
debe cumplir  para asegurarlo?

Represente de forma aproximada la forma de onda que presentaría  en este caso.

Matemáticamente, la respuesta sobre-amortiguada se corresponde con . Físicamente para que se dé
este caso hay que aumentar las pérdidas resistivas. Dado que el resonador que tenemos es uno serie, el
aumento de las pérdidas se corresponde con el aumento de la resistencia, lo que se corrobora
matemáticamente observando la expresión del coeficiente de amortiguamiento.
Expresando la resistencia equivalente en función de ,

(9)

notamos que tiene que ser mayor de 317Ω para que que se dé el caso sobre-amortiguado. Como el valor
final sigue siendo el mismo se sigue verificando la ecuación (4) y, por tanto,

(10)

Manteniendo  no es posible por tanto obtener una respuesta sobre-amortiguada. Tampoco sería posible

manteniendo . Hay que cambiar ambos. Si así se hiciera, la respuesta sería la mostrada abajo, donde el

ritmo de caída depende del valor concreto de .

C L R2
R1 t t*=

R1

vC t( )

ξ 1>

ξ

R 2ξ L
C---- ξ 317×( )Ω≈=

R 2ξ L
C----
ξ 1=

317Ω≈≥           
R2 422.7Ω≥

R1 1268Ω≥⎩
⎨
⎧

⇒

R2

R1

ξ

vC t( )

t
t*

(0,0)




